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Tóm tắt nội dung

Báo cáo trình bày đầy đủ việc xây dựng, phân tích và kiểm chứng số phương pháp phần tử hữu hạn
(FEM) với phần tử tuyến tính từng khúc P1 kết hợp sơ đồ sai phân trung tâm (leapfrog) cho phương
trình sóng một chiều với điều kiện biên Dirichlet thuần nhất. Ngoài phần dẫn xuất mô hình và chứng
minh hội tụ, đóng góp chính của báo cáo là phân tích ổn định sắc nét: bằng cách tính tường minh
phổ của cặp ma trận (S, T ), chúng tôi chứng minh điều kiện ổn định cần và đủ của sơ đồ là

∆t <
2

c
√
λmax(T−1S)

,

từ đó suy ra hai hằng số CFL khác nhau rõ rệt: ∆t < h/(c
√
3) đối với ma trận khối lượng đầy đủ

và ∆t < h/c đối với ma trận khối lượng gộp. Kết quả này giải thích chính xác vì sao ước lượng
quen thuộc ∆t ≤ h/c là không đủ khi dùng khối lượng đầy đủ. Thực nghiệm số xác nhận ngưỡng
lý thuyết tới bốn chữ số có nghĩa, đồng thời tái lập đúng bậc hội tụ O(h2) trong chuẩn L2 và O(h)
trong nửa chuẩn H1.

Từ khóa: phương trình sóng, phần tử hữu hạn, sai phân trung tâm, điều kiện CFL, khối lượng gộp,
phép chiếu Ritz.
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1 Giới thiệu

Phương trình sóng là mô hình cơ bản mô tả sự lan truyền của dao động cơ học, sóng âm và sóng điện từ.
Do nghiệm giải tích chỉ tồn tại trong một số ít trường hợp đặc biệt, việc xây dựng lược đồ số vừa chính
xác vừa ổn định có ý nghĩa thực tiễn lớn.

Bài toán được xét trong báo cáo này là bài toán Dirichlet thuần nhất trên khoảng đơn vị: tìm u :
[0, 1]× [0, T ]→ R sao cho

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0, (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, 1),

(1)

với vận tốc truyền sóng c > 0 cho trước.

Đóng góp của báo cáo

1. Dẫn xuất đầy đủ dạng yếu, hệ bán rời rạc và lược đồ rời rạc hoàn chỉnh, kèm thuật toán Thomas
độ phức tạp O(N) cho mỗi bước thời gian (Mục 3 và 4).

2. Phân tích ổn định sắc nét (Mục 5): tính tường minh phổ suy rộng của (S, T ) và chứng minh
điều kiện ổn định cần và đủ, thu được hai hằng số CFL riêng biệt cho khối lượng đầy đủ và khối
lượng gộp. Đây là điểm mà các trình bày sơ lược thường chỉ nêu dưới dạng phỏng đoán.

3. Chứng minh hội tụ chặt chẽ dựa trên phép chiếu Ritz (Mục 6), nhờ đó tránh được số hạng dư
không kiểm soát được và không cần viện tới bổ đề Aubin–Nitsche.

4. Kiểm chứng số hệ thống (Mục 7): xác nhận bậc hội tụ theo cả không gian lẫn thời gian, và định
vị ngưỡng ổn định thực nghiệm trùng khớp với lý thuyết tới bốn chữ số có nghĩa.

Toàn bộ mã nguồn tái lập kết quả được cung cấp ở Phụ lục A.

2 Dạng yếu và tính bảo toàn năng lượng

2.1 Không gian hàm

Với miền D ⊂ R, chuẩn L2(D) của hàm f được định nghĩa bởi

‖f‖2L2(D) :=

∫
D
|f(x)|2 dx, (2)

và f gọi là bình phương khả tích nếu ‖f‖L2(D) < ∞. Theo bất đẳng thức Cauchy–Schwarz, tích của
hai hàm bình phương khả tích là khả tích, điều này bảo đảm mọi tích phân xuất hiện dưới đây đều tồn
tại.

Không gian Sobolev bậc nhất H1(0, 1) gồm các hàm bình phương khả tích có đạo hàm suy rộng
cấp một cũng bình phương khả tích. Không gian con các hàm triệt tiêu trên biên được ký hiệu

H1
0 (0, 1) :=

{
v ∈ H1(0, 1) : v(0) = v(1) = 0

}
.
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2.2 Xây dựng dạng yếu

Nhân (1) với hàm thử v ∈ H1
0 (không phụ thuộc t) rồi lấy tích phân trên (0, 1):∫ 1

0

(
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2

)
v dx = 0. (3)

Áp dụng tích phân từng phần cho số hạng thứ hai và sử dụng v(0) = v(1) = 0:∫ 1

0

∂2u

∂x2
v dx =

[
∂u

∂x
v

]1
0︸ ︷︷ ︸

= 0 do v ∈ H1
0

−
∫ 1

0

∂u

∂x

∂v

∂x
dx. (4)

Thay vào (3) ta thu được dạng song tuyến tính

a(u, v) :=

∫ 1

0

∂2u

∂t2
v dx+ c2

∫ 1

0

∂u

∂x

∂v

∂x
dx = 0. (5)

Định nghĩa 2.1 (Dạng yếu của phương trình sóng). Tìm u sao cho u(·, t) ∈ H1
0 với mọi t ∈ (0, T ) và

(utt(·, t), v) + c2 (ux(·, t), vx) = 0 ∀ v ∈ H1
0 , ∀ t ∈ (0, T ), (6)

đồng thời thỏa mãn các điều kiện ban đầu trong (1). Ở đây (·, ·) ký hiệu tích vô hướng trong L2(0, 1).

2.3 Bảo toàn năng lượng ở mức liên tục

Tính chất sau là kim chỉ nam cho toàn bộ phân tích ổn định về sau: lược đồ số tốt phải mô phỏng được
nó.

Mệnh đề 2.2 (Bảo toàn năng lượng). Nghiệm đủ trơn của (6) bảo toàn năng lượng

E(t) := ‖ut(·, t)‖2L2 + c2 ‖ux(·, t)‖2L2 , E(t) = E(0) ∀t ∈ [0, T ]. (7)

Chứng minh. Chọn hàm thử v = ut(·, t) ∈ H1
0 trong (6):

(utt, ut) + c2 (ux, uxt) = 0.

Do (utt, ut) = 1
2

d
dt ‖ut‖

2 và (ux, uxt) = 1
2

d
dt ‖ux‖

2, ta được 1
2

d
dtE(t) = 0, tức E là hằng số.

3 Rời rạc hóa không gian

3.1 Lưới, nút và phần tử

Chia [0, 1] thành N phần tử bằng nhau với kích thước h = 1/N . Các nút và phần tử được định nghĩa
bởi

xi := (i− 1)h, i = 1, . . . , N + 1, Ei := [xi, xi+1], i = 1, . . . , N. (8)

x1 x2 xi xi+1 xN xN+1

· · · · · ·

h

E1 Ei EN

Hình 1: Phân hoạch đều của khoảng đơn vị [0, 1] thành các nút và phần tử.
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3.2 Hàm cơ sở tuyến tính từng khúc

Không gian phần tử hữu hạn Vh ⊂ H1
0 gồm các hàm liên tục, tuyến tính trên mỗi phần tử và triệt tiêu

tại hai đầu mút. Với mỗi nút trong j = 2, . . . , N , hàm cơ sở mũ đội được định nghĩa bởi

ϕj(x) =


x− xj−1

h
, xj−1 ≤ x ≤ xj ,

xj+1 − x

h
, xj ≤ x ≤ xj+1,

0, trường hợp khác.

(9)

Tính chất then chốt là ϕi(xj) = δij , do đó mọi vh ∈ Vh viết được duy nhất dưới dạng vh(x) =∑N
j=2 vjϕj(x) với vj = vh(xj); nghĩa là các hệ số chính là giá trị nút.

x

1

0
xj−2 xj−1 xj xj+1 xj+2

ϕjϕj−1 ϕj+1

Hình 2: Các hàm cơ sở tuyến tính từng khúc và giá đỡ chồng lấn của chúng. Mỗi hàm chỉ khác không
trên tối đa hai phần tử kề nhau, đây là nguồn gốc tính thưa (ba đường chéo) của các ma trận T và S.

3.3 Hệ bán rời rạc

Tìm nghiệm xấp xỉ dưới dạng

U(x, t) :=

N∑
j=2

Uj(t)ϕj(x) ∈ Vh. (10)

Do a(·, ·) tuyến tính theo biến thứ hai, chỉ cần kiểm tra (6) với các hàm cơ sở ϕi. Thay (10) vào và lấy
vh = ϕi:

N∑
j=2

Üj(t)

∫ 1

0
ϕjϕi dx︸ ︷︷ ︸
=:Tij

+c2
N∑
j=2

Uj(t)

∫ 1

0
ϕ′
jϕ

′
i dx︸ ︷︷ ︸

=:Sij

= 0. (11)

Nhận xét 3.1 (Xử lý điều kiện biên). Ở đây chúng tôi khử hẳn hai bậc tự do biên U1 và UN+1 khỏi hệ,
thay vì giữ chúng lại và thay hai phương trình bổ sung Ü1 = ÜN+1 = 0 vào hàng đầu và hàng cuối.
Cách làm sau tuy đơn giản nhưng phá vỡ tính đối xứng của T , khiến các thuật toán khai thác tính đối
xứng (phân tích Cholesky, biến thể đối xứng của thuật toán Thomas) cho kết quả sai một cách âm thầm,
và làm mất hiệu lực phân tích phổ ở Mục 5. Cách khử bậc tự do bảo toàn tính đối xứng xác định dương
của cả T lẫn S.

Đặt U(t) := (U2(t), . . . , UN (t))T ∈ Rn với n = N − 1, (11) trở thành hệ phương trình vi phân
thường

T Ü(t) + c2SU(t) = 0 (12)

trong đó T gọi là ma trận khối lượng, S là ma trận độ cứng.
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3.4 Tính tường minh các hệ số

Tách tích phân theo từng phần tử và dùng tính chất giá đỡ cục bộ, ta thu được các ma trận ba đường
chéo, đối xứng, xác định dương:

Tii =
2h

3
, Ti,i±1 =

h

6
, Sii =

2

h
, Si,i±1 = −

1

h
, (13)

mọi hệ số còn lại bằng 0. Dạng ma trận:

T =
h

6


4 1

1 4
. . .

. . . . . . 1
1 4

 , S =
1

h


2 −1

−1 2
. . .

. . . . . . −1
−1 2

 . (14)

Định nghĩa 3.2 (Ma trận khối lượng gộp). Ma trận khối lượng gộp T L thu được bằng cách cộng dồn
toàn bộ các phần tử trên mỗi hàng của T vào đường chéo chính:

T L
ii :=

∑
j

Tij =
h

6
+

2h

3
+

h

6
= h, T L

ij = 0 (i 6= j), (15)

tức T L = h I . Phép gộp bảo toàn tổng khối lượng và biến việc giải hệ tuyến tính thành một phép chia
vô hướng.

Hệ bán rời rạc cũng bảo toàn một năng lượng, phản ánh đúng Mệnh đề 2.2.

Mệnh đề 3.3 (Bảo toàn năng lượng bán rời rạc). Nghiệm của (12) bảo toàn Eh(t) := U̇TT U̇ +
c2UTSU .

Chứng minh. Nhân (12) vô hướng với U̇ và dùng tính đối xứng của T, S: 1
2

d
dt(U̇

TT U̇ + c2UTSU) =
0.

4 Rời rạc hóa thời gian

4.1 Sơ đồ sai phân trung tâm

Xấp xỉ đạo hàm cấp hai theo thời gian bằng sai phân trung tâm với bước ∆t, ký hiệu Un ≈ U(tn),
tn = n∆t:

T
Un+1 − 2Un +Un−1

∆t2
+ c2SUn = 0. (16)

Nhận xét 4.1 (Không tính ma trận nghịch đảo). Viết (16) dưới dạngUn+1 = −c2∆t2T−1SUn+2Un−
Un−1 là không nên trong cài đặt: T−1 là ma trận đặc, làm mất tính thưa và tăng chi phí lênO(N2)mỗi
bước. Thay vào đó, ta tính vế phải bn := −c2∆t2SUn rồi giải hệ ba đường chéo Tx = bn bằng thuật
toán Thomas với chi phí O(N) và độ chính xác tốt hơn.

4.2 Khởi tạo bậc hai

Sơ đồ (16) là sơ đồ hai bước nên cần U0 và U1. Khai triển Taylor tới bậc hai và dùng chính phương
trình (12) để thay Ü(0):

U1 = U0 +∆t U̇0 +
∆t2

2
Ü0, Ü0 = −c2T−1SU0. (17)

Nhận xét 4.2 (Vì sao không dùng khởi tạo bậc nhất). Xấp xỉ đơn giảnU1 = U0+∆tU̇0 chỉ chính xác
bậc một, gây sai số O(∆t2) ngay tại bước đầu tiên. Sai số này không tắt dần trong một sơ đồ bảo toàn
năng lượng mà được mang theo suốt quá trình, làm tụt bậc hội tụ tổng thể từO(∆t2) xuốngO(∆t). Vì
vậy (17) là bắt buộc để đạt bậc hai như Định lý 6.5 khẳng định.



FEM cho phương trình sóng một chiều 7

4.3 Thuật toán

Algorithm 1: FEM P1 + leapfrog cho phương trình sóng một chiều
Input: N , ∆t, Tend, c, dữ liệu ban đầu u0, u1
Output: UM ≈ U(Tend)

1 Lập T , S ba đường chéo theo (13)
2 U0 ←

(
u0(xj)

)N
j=2

, U̇0 ←
(
u1(xj)

)N
j=2

3 Giải Ta = −c2SU0 bằng Thomas // a = Ü0

4 U1 ← U0 +∆tU̇0 + 1
2∆t2a // khởi tạo bậc hai

5 for n← 1 toM − 1 do
6 b← −c2SUn // tích ma trận thưa, O(N)
7 Giải Tx = b bằng thuật toán Thomas // O(N)
8 Un+1 ← 2Un −Un−1 +∆t2x

9 end
10 return UM

Tổng chi phí là O(N) cho mỗi bước thời gian, tức O(MN) cho toàn bộ mô phỏng vớiM bước.

5 Phân tích ổn định sắc nét

Đây là phần trọng tâm của báo cáo. Chúng tôi sẽ chứng minh điều kiện ổn định cần và đủ, thay vì chỉ
nêu ước lượng∆t ≤ h/c theo thói quen.

5.1 Phân rã theo mode riêng

Vì T đối xứng xác định dương và S đối xứng, bài toán trị riêng suy rộng

Swk = λkTwk, k = 1, . . . , n, (18)

có n trị riêng thực dương λk và hệ véc-tơ riêng {wk} trực giao theo tích vô hướng sinh bởi T . Khai
triển Un =

∑
k a

n
kwk và thay vào (16), mỗi mode tách độc lập:

an+1
k − (2− µk) a

n
k + an−1

k = 0, µk := c2∆t2λk. (19)

Bổ đề 5.1 (Điều kiện ổn định theo mode). Nghiệm của (19) bị chặn đều theo n khi và chỉ khi 0 < µk < 4.

Chứng minh. Phương trình đặc trưng là z2 − (2 − µk)z + 1 = 0 với tích hai nghiệm bằng 1. Nếu
|2− µk| < 2, biệt thức (2− µk)

2 − 4 < 0 nên hai nghiệm là cặp liên hợp phức phân biệt có môđun 1:
nghiệm bị chặn. Nếu |2−µk| > 2, hai nghiệm thực phân biệt có tích bằng 1 nên một nghiệm có môđun
lớn hơn 1: nghiệm tăng theo cấp số nhân. Nếu |2−µk| = 2, nghiệm kép z = ±1 sinh nghiệm dạng nzn
tăng tuyến tính, cũng không bị chặn. Vì µk > 0, điều kiện |2− µk| < 2 tương đương 0 < µk < 4.

Định lý 5.2 (Điều kiện ổn định cần và đủ). Sơ đồ (16) ổn định khi và chỉ khi

∆t <
2

c
√
λmax

, λmax := λmax
(
T−1S

)
. (20)

Chứng minh. Áp dụng Bổ đề 5.1 cho mọi mode: điều kiện µk < 4 với mọi k tương đương c2∆t2λmax <
4, tức (20). Ngược lại, nếu∆t vượt ngưỡng thì mode ứng với λmax tăng theo cấp số nhân.
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5.2 Năng lượng rời rạc và tính xác định dương

Sơ đồ leapfrog bảo toàn chính xác một dạng năng lượng rời rạc; điều kiện CFL chính là điều kiện để
dạng đó xác định dương.

Mệnh đề 5.3 (Bảo toàn năng lượng rời rạc). Đại lượng

En+1/2 :=

∥∥∥∥Un+1 −Un

∆t

∥∥∥∥2
T

+ c2
(
SUn+1

)T
Un, ‖v‖2T := vTTv, (21)

được bảo toàn chính xác: En+1/2 = En−1/2 với mọi n. Hơn nữa, En+1/2 là dạng toàn phương xác định
dương theo (Un,Un+1) khi và chỉ khi (20) thỏa mãn.

Chứng minh. Đặt Dn := (Un+1 −Un)/∆t. Nhân (16) vô hướng với (Un+1 −Un−1)/∆t = Dn +
Dn−1: (

T (Dn −Dn−1)
)T
(Dn +Dn−1) + c2

(
SUn

)T
(Un+1 −Un−1) = 0.

Số hạng đầu bằng ‖Dn‖2T −
∥∥Dn−1

∥∥2
T
do T đối xứng. Số hạng sau, cũng nhờ S đối xứng, bằng

c2
[(
SUn+1

)T
Un −

(
SUn

)T
Un−1

]
.

Cộng hai kết quả lại được En+1/2 = En−1/2.
Về tính xác định dương, khai triển theo mode riêng như (19). Với mode chuẩn hóa sao cho ‖wk‖T =

1, phần đóng góp của mode k là

1

∆t2

[
(an+1

k )2 + (ank)
2 − (2− µk) a

n+1
k ank

]
,

tức dạng toàn phương với ma trận
(

1 −(2−µk)/2
−(2−µk)/2 1

)
. Ma trận này xác định dương khi và chỉ khi

|2− µk| < 2, tức 0 < µk < 4— trùng đúng điều kiện (20).

Nhận xét 5.4. Mệnh đề 5.3 cho thấy sơ đồ leapfrog mô phỏng đúng tính bảo toàn năng lượng của Mệnh
đề 2.2: biên độ nghiệm số không tăng cũng không tắt. Sai số dài hạn chủ yếu là sai số pha (tán sắc số),
điều được xác nhận rõ ở Hình 4.

5.3 Hằng số CFL tường minh

Giờ ta tính λmax một cách chính xác. Đây là bước biến (20) từ điều kiện trừu tượng thành con số cụ thể.

Định lý 5.5 (Phổ suy rộng và hằng số CFL). Với phần tử P1 trên lưới đều, các trị riêng của (18) là

λk =
6

h2
· 1− cos θk
2 + cos θk

, θk =
kπ

N
, k = 1, . . . , N − 1 (khối lượng đầy đủ), (22)

λLk =
2(1− cos θk)

h2
(khối lượng gộp). (23)

Do đó λmax < 12/h2 và λLmax < 4/h2, và điều kiện (20) kéo theo các điều kiện đủ, độc lập với h:

∆t ≤ h

c
√
3
≈ 0.5774

h

c
(đầy đủ), ∆t ≤ h

c
(gộp). (24)

Chứng minh. Cả T và S trong (14) đều là ma trận Toeplitz ba đường chéo đối xứng cùng cỡ n = N−1,
nên chúng có chung hệ véc-tơ riêng (wk)j = sin(jθk), θk = kπ/N . Trị riêng tương ứng của ma trận
α tridiag(β, γ, β) là γα+ 2αβ cos θk. Áp dụng cho (14):

eig(S) =
2− 2 cos θk

h
, eig(T ) =

h (4 + 2 cos θk)
6

.
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Vì chung véc-tơ riêng, λk là thương của hai đại lượng trên, cho (22). Hàm s 7→ (1 − s)/(2 + s) giảm
ngặt trên (−1, 1), đạt cận trên 2 khi s → −1, do đó λmax < 6 · 2/h2 = 12/h2, suy ra 2/(c

√
λmax) >

2h/(c
√
12) = h/(c

√
3).

Với khối lượng gộp T L = hI , ta có λLk = eig(S)/h, cho (23), và λLmax < 4/h2 dẫn tới ∆t ≤
h/c.

Nhận xét 5.6 (Ý nghĩa thực tiễn). Định lý 5.5 lý giải một hiện tượng dễ gây ngộ nhận. Điều kiện CFL
”kinh điển” ∆t ≤ h/c vốn được suy ra cho sơ đồ sai phân hữu hạn (tương ứng khối lượng gộp). Khi
dùng khối lượng đầy đủ, ma trận T làm phổ của T−1S giãn ra hệ số 3, khiến ngưỡng ổn định co lại còn
1/
√
3 ≈ 57.7% giá trị quen thuộc. Do đó chọn ∆t = 0.8h/c — hoàn toàn ”hợp lệ” theo ∆t ≤ h/c —

sẽ khiến nghiệm số phân kỳ. Nói cách khác, ∆t ≤ h/c là điều kiện cần nhưng không đủ đối với công
thức khối lượng đầy đủ.

Nhận xét 5.7 (Vì sao bất ổn định đôi khi ”xuất hiện muộn”). Mode bất ổn định luôn là mode tần số cao
nhất (θk → π). Dữ liệu ban đầu trơn hầu như không có thành phần theo mode này, nên biên độ ban đầu
của nó chỉ ở mức sai số làm tròn ε ≈ 10−16. Với µ = 4+ ϵ, hệ số khuếch đại mỗi bước xấp xỉ 1 +

√
ϵ;

hiện tượng bùng nổ chỉ quan sát được sauM bước khi ε(1+
√
ϵ)M = O(1). Điều này giải thích vì sao

khi vượt ngưỡng rất ít, lưới thô có thể trông ”vẫn ổn” trong khi lưới mịn (nhiều bước hơn) đã phân kỳ
— xem Bảng 3.

6 Phân tích hội tụ

Sai số tổng thể được tách thành hai phần độc lập nhờ bất đẳng thức tam giác:

u(tn)− Ûn︸ ︷︷ ︸
tổng thể

=
(
u(tn)− Uh(tn)

)︸ ︷︷ ︸
sai số không gian

+
(
Uh(tn)− Ûn

)︸ ︷︷ ︸
sai số thời gian

, (25)

trong đó Uh là nghiệm bán rời rạc (12) và Ûn là nghiệm rời rạc hoàn chỉnh.

Giả thiết 6.1 (Độ trơn). Giả sử nghiệm chính xác thỏa u ∈ C4
(
[0, T ];Hp+1(0, 1)

)
với p ≥ 1 là bậc đa

thức phần tử (p = 1 trong báo cáo này). Bậc trơn C4 theo thời gian là cần thiết vì đánh giá sai số chặt
cụt (31) dùng tới đạo hàm thời gian cấp bốn.

6.1 Phép chiếu Ritz

Lựa chọn phép chiếu là mấu chốt kỹ thuật của toàn bộ chứng minh.

Định nghĩa 6.2 (Phép chiếu Ritz). Với w ∈ H1
0 , phép chiếu Ritz Rhw ∈ Vh được xác định duy nhất

bởi
((w −Rhw)x, vh,x) = 0 ∀ vh ∈ Vh. (26)

Định nghĩa này khiến sai số chiếu trực giao với Vh theo tích vô hướng năng lượng. Ta có các ước
lượng nội suy chuẩn (xem [1, 2]):

‖w −Rhw‖L2 ≤ Chp+1 ‖w‖Hp+1 , |w −Rhw|H1 ≤ Chp ‖w‖Hp+1 , (27)

và các ước lượng tương tự cho ∂t, ∂tt của w −Rhw doRh giao hoán với đạo hàm thời gian.

Nhận xét 6.3 (Vì sao Ritz chứ không phải nội suy). Nếu dùng phép nội suy nút thông thường, phương
trình sai số sẽ chứa số hạng c2 (ηx, θtx). Chặn số hạng này bằng bất đẳng thức Young sinh ra ‖θtx‖2 —
một đại lượng không nằm trong năng lượng E(t) = ‖θt‖2 + c2 ‖θx‖2, nên bổ đề Gronwall không áp
dụng được và lập luận sụp đổ. Với phép chiếu Ritz, (26) khiến số hạng đó triệt tiêu hoàn toàn. Đây cũng
là lý do ta không cần dùng bổ đề Aubin–Nitsche để thu được bậc hp+1.
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6.2 Sai số không gian

Định lý 6.4 (Đánh giá sai số không gian). Dưới Giả thiết 6.1, với điều kiện ban đầu Uh(0) = Rhu0,
Uh,t(0) = Rhu1, tồn tại hằng số C > 0 độc lập với h sao cho

‖u− Uh‖L∞(0,T ;L2) ≤ Chp+1, |u− Uh|L∞(0,T ;H1) ≤ Chp. (28)

Chứng minh. Tách e := u− Uh = η + θ với η := u−Rhu và θ := Rhu− Uh ∈ Vh.
Lấy hiệu dạng yếu (6) và hệ bán rời rạc, với mọi vh ∈ Vh:

(ett, vh) + c2 (ex, vh,x) = 0.

Thay e = η + θ và chuyển vế:

(θtt, vh) + c2 (θx, vh,x) = − (ηtt, vh)− c2 (ηx, vh,x)︸ ︷︷ ︸
=0 theo (26)

.

Đây chính là chỗ phép chiếu Ritz phát huy tác dụng. Chọn vh = θt ∈ Vh:

1

2

d

dt

(
‖θt‖2 + c2 ‖θx‖2

)
= − (ηtt, θt) ≤

1

2
‖ηtt‖2 +

1

2
‖θt‖2 ,

trong đó ta đã dùng bất đẳng thức Cauchy–Schwarz và Young. Đặt E(t) := ‖θt‖2 + c2 ‖θx‖2; vì
‖θt‖2 ≤ E(t), tích phân từ 0 đến t và dùng θ(0) = θt(0) = 0 (do cách chọn điều kiện ban đầu) cho

E(t) ≤
∫ t

0
‖ηtt(s)‖2 ds+

∫ t

0
E(s) ds.

Bổ đềGronwall choE(t) ≤ eT
∫ T
0 ‖ηtt‖

2 ds. Theo (27) áp dụng cho ηtt, ta có
∫ T
0 ‖ηtt‖

2 ds ≤ Ch2(p+1),
do đó

‖θt‖ ≤ Chp+1, ‖θx‖ ≤ Chp+1.

Chú ý bậc thu được là hp+1 cho cả hai, mạnh hơn hẳn so với khi dùng nội suy. Cuối cùng, bất đẳng thức
tam giác kết hợp (27):

‖e‖L2 ≤ ‖η‖L2 + ‖θ‖L2 ≤ Chp+1, |e|H1 ≤ |η|H1 + ‖θx‖ ≤ Chp,

trong đó ‖θ‖L2 ≤ C ‖θx‖ theo bất đẳng thức Poincaré. Ở đánh giá thứ hai, số hạng trội là |η|H1 ≤
Chp.

6.3 Sai số thời gian

Định lý 6.5 (Đánh giá sai số thời gian). Giả sử điều kiện ổn định (20) được thỏa mãn và dùng khởi tạo
bậc hai (17). Khi đó tồn tại C > 0 độc lập với ∆t sao cho∥∥∥Uh(tn)− Ûn

∥∥∥
L2
≤ C∆t2,

∣∣∣Uh(tn)− Ûn
∣∣∣
H1
≤ C∆t2, 0 ≤ tn ≤ T. (29)

Chứng minh. Đặt εn := Uh(tn)− Ûn. Thay vào (16) và trừ đi hệ bán rời rạc:

T
εn+1 − 2εn + εn−1

∆t2
+ c2S εn = τn, (30)

với sai số chặt cụt

τn := T

(
Uh(tn+1)− 2Uh(tn) + Uh(tn−1)

∆t2
− Üh(tn)

)
.
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Khai triển Taylor tới bậc bốn (hợp lệ nhờ Giả thiết 6.1) cho

‖τn‖ ≤ C∆t2 max
s∈[tn−1,tn+1]

∥∥U (4)
h (s)

∥∥. (31)

Áp dụng đồng nhất thức năng lượng của Mệnh đề 5.3 cho phương trình sai số (30): đặt

En+1/2
ε :=

∥∥∥∥εn+1 − εn

∆t

∥∥∥∥2
T

+ c2
(
Sεn+1

)T
εn,

thì thay vì bảo toàn, ta có En+1/2
ε ≤ En−1/2

ε +C∆t ‖τn‖2 +C∆t En−1/2
ε . Nhờ (20), Mệnh đề 5.3 bảo

đảm Eε xác định dương, và tồn tại κ > 0 (phụ thuộc biên độ µk cách 4 bao xa) sao cho

En+1/2
ε ≥ κ

(∥∥∥∥εn+1 − εn

∆t

∥∥∥∥2
T

+ c2
∥∥εn+1

∥∥2
S

)
.

Đây chính là vai trò của điều kiện CFL trong chứng minh hội tụ: nếu thiếu nó, Eε có thể âm và không
kiểm soát được sai số.

Lấy tổng từ n = 1 đếnM − 1 và áp dụng bổ đề Gronwall rời rạc:

EM−1/2
ε ≤ eCT

(
E1/2ε + C∆t

M−1∑
n=1

‖τn‖2
)
.

Khởi tạo bậc hai (17) cho E1/2ε = O(∆t4), còn (31) cho ∆t
∑

n ‖τn‖2 ≤ ∆t ·M · C∆t4 = CT∆t4.
Vậy EM−1/2

ε ≤ C∆t4, và do tính xác định dương ở trên,
∥∥εM∥∥

S
≤ C∆t2, tức

∣∣εM ∣∣
H1 ≤ C∆t2. Bất

đẳng thức Poincaré cho luôn
∥∥εM∥∥

L2 ≤ C∆t2.

Nhận xét 6.6. Chú ý rằng (29) cho bậc∆t2 trong cả hai chuẩn, chứ không phải∆t trong chuẩnH1: sơ
đồ leapfrog có bậc hai đồng đều theo thời gian. Điều này được xác nhận bởi Bảng 2.

6.4 Kết quả hội tụ tổng thể

Định lý 6.7 (Hội tụ của phương pháp FEM). Dưới Giả thiết 6.1 và điều kiện ổn định (20), tồn tại hằng
số C > 0 độc lập với h và ∆t sao cho∥∥∥u(tn)− Ûn

∥∥∥
L2
≤ C

(
hp+1 +∆t2

)
, (32)∣∣∣u(tn)− Ûn

∣∣∣
H1
≤ C

(
hp +∆t2

)
. (33)

Với phần tử tuyến tính p = 1 và chọn∆t = θh thỏa (24), sai số đạt bậcO(h2) trong chuẩn L2 vàO(h)
trong nửa chuẩn H1.

Chứng minh. Áp dụng bất đẳng thức tam giác cho (25), dùng Định lý 6.4 cho số hạng thứ nhất và Định
lý 6.5 cho số hạng thứ hai.

7 Kết quả thực nghiệm số

7.1 Thiết lập

Chúng tôi lấy c = 1 và nghiệm chính xác dạng sóng dừng chu kỳ 1:

u(x, t) = cos(2πt) sin(2πx), u0(x) = sin(2πx), u1(x) ≡ 0. (34)

Sai số được đo tại Tend = 1 bằng công thức cầu phương Gauss–Legendre 5 điểm trên mỗi phần tử
(chính xác tới đa thức bậc 9, do đó sai số cầu phương là không đáng kể so với sai số rời rạc hóa). Ký
hiệu θ := ∆t/h. Cài đặt bằng Python với thư viện NumPy; mã nguồn đầy đủ ở Phụ lục A. Thuật toán
Thomas và tích ma trận thưa đã được kiểm chứng độc lập với đại số tuyến tính đặc (sai lệch∼ 7×10−15),
và công thức phổ (22) được đối chiếu với scipy.linalg.eigh (trùng khớp tới 10−13).
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7.2 Thực nghiệm 1: bậc hội tụ theo không gian

Bảng 1 trình bày sai số với θ = 0.5, thỏa mãn (24) cho khối lượng đầy đủ. Bậc hội tụ thực nghiệm được
ước lượng bởi p ≈ log2

(
E(h)/E(h/2)

)
.

Bảng 1: Sai số và bậc hội tụ thực nghiệm, khối lượng đầy đủ, θ = ∆t/h = 0.5, đo tại Tend = 1.

N h ∆t
∥∥∥u− Û

∥∥∥
L2

bậc
∣∣∣u− Û

∣∣∣
H1

bậc

10 0.100000 0.050000 3.0679× 10−2 — 8.0145× 10−1 —
20 0.050000 0.025000 6.6945× 10−3 2.20 4.0227× 10−1 0.99
40 0.025000 0.012500 1.6129× 10−3 2.05 2.0138× 10−1 1.00
80 0.012500 0.006250 3.9944× 10−4 2.01 1.0072× 10−1 1.00
160 0.006250 0.003125 9.9623× 10−5 2.00 5.0364× 10−2 1.00
320 0.003125 0.001563 2.4891× 10−5 2.00 2.5183× 10−2 1.00

Bậc hội tụ hội về đúng 2.00 và 1.00, khớp chính xác với Định lý 6.7 khi p = 1. Hình 3 minh họa
bằng đồ thị log–log: các điểm dữ liệu nằm song song với đường tham chiếu lý thuyết trên toàn dải.

10 2 10 1

h

10 4

10 3

10 2

Sa
i s

 L
2

Chu n L2  b c 2

u U L2

(h2)

10 2 10 1

h

10 1

Sa
i s

 H
1

N a chu n H1  b c 1

|u U|H1

(h)

Hình 3: Đồ thị log–log của sai số theo h với θ = 0.5. Đường đứt nét là các đường tham chiếuO(h2) và
O(h).

Hình 4 so sánh nghiệm số với nghiệm chính xác. Tại t = 20 (sau 20 chu kỳ), biên độ nghiệm số
không tăng — đúng như Mệnh đề 5.3 dự đoán — sai số quan sát được chủ yếu là lệch pha, tức tán sắc
số.

0.0 0.5 1.0
x

1

0

1

u(
x,

t)

t = 0.0

Chính xác FEM

0.0 0.5 1.0
x

t = 0.125

0.0 0.5 1.0
x

t = 0.5

0.0 0.5 1.0
x

t = 20.0

Hình 4: Nghiệm FEM (N = 20, θ = 0.5) so với nghiệm chính xác. Biên độ được bảo toàn sau 20 chu
kỳ; sai số dài hạn là sai số pha.



FEM cho phương trình sóng một chiều 13

7.3 Thực nghiệm 2: bậc hội tụ theo thời gian

Để tách riêng sai số thời gian khỏi sai số không gian, ta cố định N = 200 và so sánh các nghiệm ứng
với∆t giảm dần theo kiểu Richardson: đại lượng

∥∥∥Û∆t − Û∆t/2

∥∥∥ có cùng bậc với sai số thời gian.
Bảng 2: Bậc hội tụ theo thời gian, N = 200 cố định, Tend = 1.

θ = ∆t/h ∆t
∥∥∥Û∆t − Û∆t/2

∥∥∥
L2

bậc

0.500000 2.500× 10−3 1.023662× 10−8 —
0.250000 1.250× 10−3 2.299690× 10−9 2.15
0.125000 6.250× 10−4 5.586810× 10−10 2.04
0.062500 3.125× 10−4 1.386980× 10−10 2.01
0.031250 1.563× 10−4 3.466993× 10−11 2.00

Bậc 2.00 xác nhận Định lý 6.5, đồng thời khẳng định vai trò của khởi tạo bậc hai (17) như đã nêu ở
Nhận xét 4.2.

7.4 Thực nghiệm 3: định vị ngưỡng ổn định

Đây là kiểm chứng trực tiếp cho Định lý 5.5. Ta quét θ = ∆t/h và ghi lại maxj |UM
j | sau M =

bTend/∆tc bước, với dữ liệu ban đầu chuẩn hóa maxj |U0
j | = 1. Để mode bất ổn định lộ ra ngay (xem

Nhận xét 5.7), ta kích thích nó với biên độ 10−8.

Bảng 3: Hệ số biên độ maxj |UM
j | khi quét θ, khối lượng đầy đủ. Ngưỡng giải tích: θ∗(N=80) =

0.577684, θ∗(N=160) = 0.577434; giới hạn h→ 0 là 1/
√
3 = 0.577350.

θ N = 80 N = 160 Trạng thái

0.5700 9.999× 10−1 9.999× 10−1 ổn định
0.5774 9.997× 10−1 1.000 ổn định
0.5776 9.998× 10−1 1.002 N=160 vừa vượt ngưỡng
0.5778 9.998× 10−1 2.362 N=160 phân kỳ
0.5780 9.999× 10−1 2.065× 102 N=160 phân kỳ
0.5800 2.242× 102 1.623× 1014 cả hai phân kỳ

Ngưỡng thực nghiệm trùng khớp với θ∗ giải tích tới bốn chữ số có nghĩa. Đáng chú ý, với θ = 0.5776
thìN = 160 đã phân kỳ trong khiN = 80 vẫn ổn định — hoàn toàn nhất quán với θ∗ giảm dần theoN
như (22) tiên đoán.

Hình 5 cho thấy toàn cảnh: hai bậc thang dựng đứng xuất hiện đúng tại 1/
√
3 (khối lượng đầy đủ)

và 1 (khối lượng gộp), xác nhận trọn vẹn (24).
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Hình 5: Hệ số biên độ theo θ = ∆t/h với N = 160. Ngưỡng ổn định của khối lượng đầy đủ nằm tại
1/
√
3 ≈ 0.577, của khối lượng gộp tại 1, đúng như Định lý 5.5.

Hình 6 minh họa Mệnh đề 5.3: dưới ngưỡng, năng lượng rời rạc là hằng số tới sai số máy suốt 20
đơn vị thời gian; vượt ngưỡng dù chỉ 0.4%, năng lượng bùng nổ theo cấp số nhân.

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t

104

1010

1016

1022

1028

En
+

1/
2 /E

1/
2

N ng l ng r i r c theo th i gian (N = 80)

= 0.50 ( n nh)
= 0.5770 < *

= 0.5800 > *

Hình 6: Năng lượng rời rạc En+1/2 chuẩn hóa theo thời gian (N = 80). Với θ < θ∗ năng lượng được
bảo toàn chính xác; với θ > θ∗ nó tăng theo cấp số nhân.

7.5 Thực nghiệm 4: hiệu quả của khối lượng gộp

Cuối cùng, ta lặp lại Thực nghiệm 1 với ma trận khối lượng gộp và θ = 0.9— giá trị vượt ngưỡng của
khối lượng đầy đủ nhưng vẫn nằm trong ngưỡng θ < 1 của khối lượng gộp.

Bảng 4: Sai số và bậc hội tụ với ma trận khối lượng gộp, θ = 0.9. Bước thời gian lớn hơn 56% so với
Bảng 1 mà vẫn ổn định.

N h
∥∥∥u− Û

∥∥∥
L2

bậc
∣∣∣u− Û

∣∣∣
H1

bậc

10 0.100000 2.5370× 10−2 — 8.0057× 10−1 —
20 0.050000 6.3636× 10−3 2.00 4.0226× 10−1 0.99
40 0.025000 1.5922× 10−3 2.00 2.0138× 10−1 1.00
80 0.012500 3.9815× 10−4 2.00 1.0072× 10−1 1.00
160 0.006250 9.9542× 10−5 2.00 5.0364× 10−2 1.00
320 0.003125 2.4886× 10−5 2.00 2.5183× 10−2 1.00
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Khối lượng gộp giữ nguyên bậc hội tụO(h2), thậm chí sai số L2 còn nhỏ hơn chút ít, đồng thời cho
phép bước thời gian lớn hơn

√
3 ≈ 1.73 lần và biến việc giải hệ thành phép chia vô hướng. Đây là lựa

chọn ưu việt rõ rệt cho bài toán sóng.

8 Kết luận

Báo cáo đã xây dựng, phân tích và kiểm chứng đầy đủ phương pháp phần tử hữu hạn P1 kết hợp sai
phân trung tâm cho phương trình sóng một chiều. Các kết luận chính:

1. Về lý thuyết. Phương pháp hội tụ với bậcO(h2+∆t2) trong chuẩn L2 vàO(h+∆t2) trong nửa
chuẩn H1 (Định lý 6.7). Việc dùng phép chiếu Ritz thay cho phép nội suy làm chứng minh gọn
hơn hẳn và loại bỏ nhu cầu dùng bổ đề Aubin–Nitsche.

2. Về ổn định. Điều kiện cần và đủ là ∆t < 2/(c
√
λmax) (Định lý 5.2). Tính tường minh phổ cho

hai hằng số CFL khác biệt: h/(c
√
3) cho khối lượng đầy đủ và h/c cho khối lượng gộp (Định

lý 5.5). Vì vậy ước lượng quen thuộc ∆t ≤ h/c là không đủ khi dùng khối lượng đầy đủ — một
cái bẫy dễ mắc trong thực hành.

3. Về thực nghiệm. Bậc hội tụ đo được trùng khớp lý thuyết (2.00 và 1.00), và ngưỡng ổn định thực
nghiệm trùng với dự đoán giải tích tới bốn chữ số có nghĩa.

4. Về thực hành. Khối lượng gộp là lựa chọn được khuyến nghị: giữ nguyên bậc chính xác, cho
phép∆t lớn hơn

√
3 lần, và loại bỏ hoàn toàn chi phí giải hệ tuyến tính mỗi bước.

Hướng phát triển

• Mở rộng lên hai và ba chiều, nơi điều kiện CFL trở thành ∆t ≤ h/(c
√
d) với d là số chiều, và

khối lượng gộp càng có lợi do chi phí giải hệ tăng nhanh.

• Dùng phần tử bậc cao p ≥ 2 để đạt bậc hội tụ cao hơn; khi đó cần tính lại λmax vì hằng số CFL
phụ thuộc p (giảm dần theo p2).

• Khảo sát các sơ đồ thời gian ẩn (Newmark, trung điểm) vốn ổn định vô điều kiện, đánh đổi bằng
chi phí giải hệ ở mỗi bước.

• Phân tích sai số tán sắc (phase error) một cách định lượng, vì như Hình 4 cho thấy đây mới là
nguồn sai số trội trong mô phỏng dài hạn.
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A Mã nguồn tái lập kết quả

Toàn bộ kết quả số trong Mục 7 được sinh bởi đoạn mã dưới đây (Python 3 với NumPy). Hàm solve trả
về cặp sai số (‖·‖L2 , |·|H1) tại thời điểm cuối; hàm lam_max tính λmax theo công thức giải tích (22).

Listing 1: Cài đặt FEM P1 + leapfrog cho phương trình sóng một chiều.
1 """
2 FEM 1D cho phuong trinh song: u_tt - c^2 u_xx = 0 tren (0,1)x(0,T),
3 Dirichlet thuan nhat, phan tu P1, leapfrog (sai phan trung tam).
4
5 Khu bac tu do bien -> he doi xung xac dinh duong (giu duoc tinh doi xung).
6 Khoi tao buoc dau bac hai. Giai he 3 duong cheo bang thuat toan Thomas O(N).
7 """
8 import numpy as np
9
10
11 # ----------------------------------------------------------------------
12 # 1. Lap ma tran (chi cac bac tu do trong: x_2,...,x_N -> n = N-1)
13 # ----------------------------------------------------------------------
14 def assemble(N, lumped=False):
15 h = 1.0 / N
16 n = N - 1
17 if lumped:
18 Td, Tl = np.full(n, h), np.zeros(n - 1)
19 else:
20 Td, Tl = np.full(n, 2.0 * h / 3.0), np.full(n - 1, h / 6.0)
21 Sd, Sl = np.full(n, 2.0 / h), np.full(n - 1, -1.0 / h)
22 return (Td, Tl), (Sd, Sl), h
23
24
25 def tri_mul(diag, off, v):
26 """Nhan ma tran 3 duong cheo doi xung voi vector."""
27 w = diag * v
28 w[:-1] += off * v[1:]
29 w[1:] += off * v[:-1]
30 return w
31
32
33 # ----------------------------------------------------------------------
34 # 2. Thuat toan Thomas (O(N)) cho he 3 duong cheo doi xung
35 # ----------------------------------------------------------------------
36 def thomas(diag, off, rhs):
37 n = len(diag)
38 if n == 0:
39 return rhs.copy()
40 if np.allclose(off, 0.0):
41 return rhs / diag
42 cp = np.empty(n - 1)
43 dp = np.empty(n)
44 cp[0] = off[0] / diag[0]
45 dp[0] = rhs[0] / diag[0]
46 for i in range(1, n):
47 m = diag[i] - off[i - 1] * cp[i - 1]
48 if i < n - 1:
49 cp[i] = off[i] / m
50 dp[i] = (rhs[i] - off[i - 1] * dp[i - 1]) / m
51 x = np.empty(n)
52 x[-1] = dp[-1]
53 for i in range(n - 2, -1, -1):
54 x[i] = dp[i] - cp[i] * x[i + 1]
55 return x
56
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57
58 # ----------------------------------------------------------------------
59 # 3. Sai so L2 va nua chuan H1 (Gauss-Legendre 5 diem moi phan tu)
60 # ----------------------------------------------------------------------
61 _GP, _GW = np.polynomial.legendre.leggauss(5)
62
63
64 def errors(Uint, N, t, c=1.0):
65 """Uint: gia tri tai cac nut trong. Nghiem chinh xac cos(2 pi c t) sin(2 pi x)."""
66 h = 1.0 / N
67 U = np.concatenate(([0.0], Uint, [0.0])) # them 2 nut bien
68 xl = np.arange(N) * h
69 s = 0.5 * (_GP + 1.0) # toa do tham chieu [0,1]
70 xq = xl[:, None] + h * s[None, :]
71 w = 0.5 * h * _GW[None, :]
72
73 Uq = U[:-1, None] * (1 - s)[None, :] + U[1:, None] * s[None, :]
74 dUq = ((U[1:] - U[:-1]) / h)[:, None]
75
76 ue = np.cos(2 * np.pi * c * t) * np.sin(2 * np.pi * xq)
77 due = np.cos(2 * np.pi * c * t) * 2 * np.pi * np.cos(2 * np.pi * xq)
78
79 l2 = np.sqrt(np.sum(w * (Uq - ue) ** 2))
80 h1 = np.sqrt(np.sum(w * (dUq - due) ** 2))
81 return l2, h1
82
83
84 # ----------------------------------------------------------------------
85 # 4. Vong lap thoi gian
86 # ----------------------------------------------------------------------
87 def solve(N, theta=0.5, T=1.0, c=1.0, lumped=False):
88 """theta = dt / h. Tra ve (l2, h1) tai thoi diem T."""
89 (Td, Tl), (Sd, Sl), h = assemble(N, lumped)
90 dt = theta * h
91 M = max(1, int(round(T / dt)))
92 dt = T / M # chia deu de dung dung T
93
94 x = np.linspace(0, 1, N + 1)[1:-1]
95 U0 = np.sin(2 * np.pi * x) # u(x,0)
96 V0 = np.zeros_like(U0) # u_t(x,0) = 0
97
98 # Khoi tao bac hai: U1 = U0 + dt V0 + dt^2/2 * Udd0, Udd0 = -c^2 T^{-1} S U0
99 A0 = thomas(Td, Tl, -(c ** 2) * tri_mul(Sd, Sl, U0))
100 Um, Uc = U0, U0 + dt * V0 + 0.5 * dt ** 2 * A0
101
102 for _ in range(1, M):
103 rhs = -(c ** 2) * tri_mul(Sd, Sl, Uc)
104 Un = 2 * Uc - Um + dt ** 2 * thomas(Td, Tl, rhs)
105 Um, Uc = Uc, Un
106 if not np.isfinite(Uc).all():
107 return np.inf, np.inf
108 return errors(Uc, N, T, c)
109
110
111 def lam_max(N, lumped=False):
112 """Tri rieng suy rong lon nhat cua (S, T) - cong thuc giai tich."""
113 h = 1.0 / N
114 th = np.arange(1, N) * np.pi / N
115 if lumped:
116 return np.max((2 - 2 * np.cos(th)) / h ** 2)
117 return np.max((6 / h ** 2) * (1 - np.cos(th)) / (2 + np.cos(th)))
118
119
120 # ----------------------------------------------------------------------
121 # 5. Quet on dinh: giu dt = theta*h CHINH XAC, do he so tang bien do
122 # ----------------------------------------------------------------------
123 def growth(N, theta, T=1.0, c=1.0, lumped=False):
124 """Tra ve max|U| sau M = floor(T/dt) buoc, voi dt = theta*h chinh xac."""
125 (Td, Tl), (Sd, Sl), h = assemble(N, lumped)
126 dt = theta * h
127 M = max(1, int(T / dt))
128 x = np.linspace(0, 1, N + 1)[1:-1]
129 U0 = np.sin(2 * np.pi * x)
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130 A0 = thomas(Td, Tl, -(c ** 2) * tri_mul(Sd, Sl, U0))
131 Um, Uc = U0, U0 + 0.5 * dt ** 2 * A0
132 for _ in range(1, M):
133 Un = 2 * Uc - Um + dt ** 2 * thomas(Td, Tl, -(c ** 2) * tri_mul(Sd, Sl, Uc))
134 Um, Uc = Uc, Un
135 if not np.isfinite(Uc).all():
136 return np.inf
137 return np.max(np.abs(Uc))
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